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Analise grafica de trajetérias de sistemas no plano

Na vizinhanga de pontos de equilibrio: comportamento
aproximadamente igual ao do sistema linearizado.
Comportamento do sistema linear em fungao dos autovalores (ordem
2):

@ A, M eRelp, A <0 — no estavel;

@ A, A € ReAq, A >0 — ndinstavel;

@ A, eRel; >0, A, <0 — ponto de sela;

oA =MmeCe Re{A;} < 0 — foco estavel;

@ A =X € CeRe{\;} > 0 — foco instavel;

e =heCe Re{A;} = 0 — ponto central.
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Breve revisao de algebra linear

Seja uma transformagéo linear M : R” — R". Os autovalores A € C
sao tais que:

u=Mv=A>Av

Ha um total de n autovalores A;, 1 < i < n, aos quais se associam n
autovetores v;. Para encontrar os autovalores deve-se resolver:

Mv=Av— (M—M)v=0,
para que existam solugdes nao triviais:

det(M — M) =0,
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Os autovetores sdo encontrados substituindo os valores de A;
determinados e resolvendo:

Mv; = \v;,

cuja solucao fica em fungdo de um parametro, pois, dada uma solucao
v;, qualquer multiplicagdo por escalar av; também é solugao.
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Diagonalizacao

Construindo uma matriz V com os autovetores como colunas:

V:[Vl vy ... Vn],
tem-se que
MV:[MVI Mvy ... MV,,]:[MVI vy ... Xnvn]
M 0 ...00
0 A ... O
mMv=vi,_ .
0O 0 ... A\,
donde
A0 L..0
0 X ... O .
D= | . . |l =VTMV.
0 0 ... A\ = =
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Para um sistema dinamico linear
X = Ax,

tomando a transformada de variaveis x = Vy, em que V é a matriz
cujas colunas sao formadas pelos autovetores de A, tem-se

x=Vy=AVy,
y= V*IAVy = Dy,

com a matriz D diagonal composta pelos autovalores de A. Assim,
podem-se resolver cada uma das equagdes diferenciais das linhas de
y separadamente, resultando:

yi = ey;(0)
y =Py (0),
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M0 ... 0
0 M 0
eDt - . b
0 0 Mt

expandindo em série de MacLaurin:
2 A fi
D14 Di+ DL 5 +D33, +oaD
i!

l‘
veP'v-! =viv-'+vpv-ltr+vDv-lvDy~! >+

3 i
t t
+vDpv-'vpv—lvpy~! TR vDV~!. VDV‘]
3
—I+At+A22 +A3§+ +A‘ =M
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y = ¢”'y(0),
usando a transformacao inversa:
x = Vy = VePy(0) = VeV~ 'x(0) = ¢*x(0),

dados os autovetores da matriz A, pode-se construir uma base e
escrever x(0) = Y7 | a;v;, de forma que:

n n n
X = eA’ Z o,V = Z Otl'eAtV,' = Z O(,l'VeDtV_lV,‘,
=1

i=1 i=1 i=
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Al =Jj, A, = —j — ponto central
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Existéncia de ciclo limite em sistemas de ordem 2

Teorema

(Poincaré) Sejam N o nimero de nds, centros e focos e S o niimero
de pontos de sela circundados pela trajetéria do sistema, entao, se
existe um ciclo limite:

N=S+1

Corolario
Um ciclo limite deve envolver pelo menos um ponto de equilibrio.

=
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Existéncia de ciclo limite em sistemas de ordem 2

Teorema

(Poincaré-Bendixon) Se a trajetdria de um sistema auténomo? de
segunda ordem permanece dentro de uma regiao finita Q, entao uma
das seguintes afirmagoes € verdadeira:

@ A trajetdria converge para um ponto de equilibrio;
@ A trajetdria tende assintoticamente para um ciclo limite;
@ A trajetéria é um ciclo limite.

ax =f(x), i. e., ndo depende explicitamente do tempo.
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Existéncia de ciclo limite em sistemas de ordem 2

Teorema
(Bendixon) Para um sistema n&o linear x = f(x) ndo pode haver ciclo

limite em uma regido € se:

ot I

8x1 axz

nao se anula ou nao muda de sinal.
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Exemplo:

i1 = g(x2) +4x1x5 = fi(x1,x2)
Xy = h(xl) +4X%X2 :fZ(xl 7x2)

Calculando as derivadas parciais:

dfi 2
A
8x1 2
o >
R
E)xz il
Assim: of of
1 2
8x1 + == o =4(x3+x3) >0, Vx;,x; € R.
Como a equacgao s6 se anula na origem, entdao nao pode haver ciclo
limite. <=
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