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Linearizagao harmdnica

Método usado para prever a existéncia de ciclo limite, estimando sua
amplitude e frequéncia.

Consideremos o sistema com Entrada Unica e Saida Unica (Single
Input Single Output — SISO):

X = Ax+ Bu,
y = Cx,

com uma nao linearidade ¥, tal que
u= ¥,

em que o par (A,B) é controlavel e o par (C,A) é observavel.
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A funcao de transferéncia do sistema linear é:
(s)
s)’

2

G(s) =u= C[s] — A]"!

S

em que p(s) e ¢(s) sdo polindmios em s.
Admitindo que G(s) seja estritamente propria, segue que:
@ grau[p(s)] > grau[g(s)].
Agora, supondo que o sinal y é periddico com periodo T (frequéncia

0= 2—") pode-se escrever y como série de Fourier:

t): i akejku)t,

k=—oc0

em que

= a;, (complexo conjugado),

/ jkcor dt
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A saida da nao linearidade ¥ também sera periédica com periodo T’

—_ i Ckejkmt’

k=—oc0
em que

*

¢; (complexo conjugado),

/ )]e O,

Para que y(7) seja saida do sistema linear, deve satisfazer:

Rubens J M Afonso Linearizagdo Harmonica



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 5/ 30

Definindo o operador diferencial:

D_d
Cdt

e aplicando a transformada inversa de Laplace:

Substituindo y e W por suas séries de Fourier:

i [p(jkw)ay — q(jko)c]e* = 0.

k=—oc0
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Y [p(ikw)ar — q(jko)c]e™ = 0.
k=—o0
Entao, os coeficientes devem satisfazer

1
x p(jko)

p(ko)ar — q(jko)cy =0 = ar — G(jko) ¢, =0, Yk € Z.
——

a(jko)
p(jko)

Como a_j = ai, c_i = c; e G(jko) = G*(—jkw), & necessario
considerar apenas k > 0.
Visto que G(s) é estritamente prépria

|G(jkw)| — 0.
kw—roo

entao,

a, — 0. = _
k—yo0
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a, — 0.
k—>oo0

Assim, podemos truncar a série, a fim de calcular um namero finito de
termos.
Caso usemos apenas o termo

a) — G(jO))C] = 0,

tem-se o método conhecido como funcao descritiva.
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Funcao descritiva

Supondo
¥(1) = asen(wr) = — (62 — e,
2j
resultam
a
ar = —
1 2
a, =0, Vk # 1.

Sendo a saida periodica (periodo T):

u(r) =¥y Z ke = o+ Z cre® O ¢ Z e
k=—o0 k=—o0
co+ Z [Ckeikmz_i_c_kefjkmt _ Z cke/kmt—l—c e/kwt) ]’
k=1 k=1
Co+22RC{dekmt}, _ _
k=1
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u(t) =co+ i [2Re{cy } cos(kor) —2Im{cy } sen(kot)]
k=1

co+ Z [Ai cos(kot) + By sen(kwt)) .
k=1

Lembrando que

1T .
=g [ [Ph@le
T Jo
tém-se
1 T 1 2n
0= /O Py(vld =5 /0 Wasen 6]d6,
0=wr
2 T 1 21
Av=2Refar} = = / Wly(®)] cos(kotjdt = | Wlasen ] cos(k6)dp,
0 0

2

By = —2Im{c} = % /0 "y (1)] sen(kot)dt = % /

0
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Observacgodes

@ Em geral, ¢g, Ax e By sdo funcdes de a e nao de w;
@ Se Y¥[y| for uma fungéo impar (¥[y] = —¥[—y]):
e ¢co=0;
e A, =0.
A fungéo descritiva da ndo linearidade u = W[y| é definida como a

razao entre os coeficientes das séries de Fourier da saida e da
entrada:

Al—jB,

_ Bi+jA
=

N(a,w) =

Q‘m
= | =
OIS

Caso Y seja impar

_ By Bisen(wr)  u(t)
M= aenlon 500
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Exemplo: Fungao descritiva do relé ideal.

1 ,y>0
u:‘P[y]:{l v<0

Com y(r) = sen(ox)

1 2nm <ot < 2n+1)n

”(’):‘Pb’(’”:{ 1 ent+r<or<2mti)n "L

2n

O [o _ O [o _;
‘P qk(m:d - / qk(m:d,c = / ﬁkmrd,t'
T / b(®) T 21 Jo ¢ 2n Jz ¢

1 —e kT oo THEN | e T | cos(kn)
2 < Jjko Jko > - ke jkm
1—(—1)

o jkm =

=
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1—(—1)k:{ (2) , k par
Tim

Ck = jkmt , k impar "’
donde
2
|1 = )
JjT
4
B =-21 = —.
I m{cy} -
Assim
B 4
N(a) === —
ai Tta
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Prevendo oscilacoes

Consideremos o sistema

&y d’y  dy
— 42— 44— =—u=— .
dr * drr ~ dt ! sgn(y)
A fungao de transferéncia da parte linear é:
-1
G(s)=4——5—.
(s) §3+2s2+4s

donde

—1 _jo(4—o?) 4207
Jjo4—o?) =202 0*(4—0?)2 +40t

G(jo) =
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Lembrando da equagao entre os coeficientes ¢y € ay:
ay — G(jkO))Ck =0.
Parak=1:

=0.

— G(jo)c; =0 — 1 — G(jo) L
ag

~~
N(a)

Entao, a condi¢ao para oscilagao de frequéncia ® e amplitude a é:

1 - G(jo)N(a) =0
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No caso de u = sgn(y) (relé ideal), N(a) = -
4
1 —-G(jo)— =0.
(o)
Separando entre partes real e imaginaria:
4 2
- —————=0 1
na (4 —w?)?+40?> 7 1)
4—
0. (2)

o4 —02)2 40’
Resolvendo a (2), tem-se:
o =2 rad/s.

Substituindo este valor em (1), tem-se:

8 1
- — — ~0.16.
lonra 4T 2w~ ==
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ow=2rad/s > T=mn=3,14s,

1
=—=~~0.16.
4= o ’

o

R
CANAARNANN
AUATRTAATAY

5 20 25 30 _ __
Tempo [s]
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Estabilidade de oscilagoes

Podem-se desenhar os graficos de ( Nao) © G(jo) na forma polar. Em
particular, se mapearmos o contorno de Nyquist por G(s), um trecho

correspondera a G(j(o) Nesse caso, a oscilacdo ocorre quando os
gréficos de G(jm) e N( &) Se cruzam, pois:

G(jo) = 1 - G(jo)N(a,0) = 0.

1
N(aw)

No caso de N néo depender de ® (N(a) € R), bastara verificar o
cruzamento dos graficos no eixo real.

=
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G(jo)

Sejam:

@ P: nimero de polos de malha aberta (MA) de G(s) no semiplano
direito (SPD);

@ N: nimero de voltas do gréfico polar de G(s) avaliado sobre o
contorno de Nyquist no mesmo sentido em que o contorno é
percorrido (adotamos sentido horario);

@ Z: nimero de polos de malha fechada (MF) no semiplano direita. _
(SPD). W
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G(jo)

Critério de Nyquist: Z=N+P .
Caso tenhamos P = 0 (sistema estavel em malha aberta), deseja-se
que N = 0 para que Z = 0 (sistema estavel em malha fechada).
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Vamos supor que a amplitude de oscilagdo sofra uma perturbagao
+8a, com da > 0. Nesse caso, 0 ponto na curva de ﬁ se desloca
como mostrado:

ATm
1
N(a) Re
>4 >
a \a+8a ‘//
G(jo)

Assim, passa-se ater N = 1.
Critério de Nyquist: Z=N+P =1+0 =1 — sistema instavel.
Assim, a tendéncia é que a amplitude aumente ainda mais. _ _
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Alternativamente, vamos supor que a amplitude de oscilagao sofra
uma perturbagdo —da, com da > 0. Nesse caso, 0 ponto na curva de
—_ se desloca como mostrado:

N(a)
AIm
1
N(a)a-ESa Re
— >
a L/
G(jo)

Assim, passa-se ater N = 0.
Critério de Nyquist: Z =N+ P =0+ 0 = 0 — sistema estavel.
Assim, a tendéncia é que a amplitude diminua ainda mais. = =
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Conclusao:

@ Um deslocamento positivo na amplitude faz com que cresca
indefinidamente;

© Um deslocamento negativo faz com que diminua até 0.
Desse modo, a oscilacdo nao é estavel.
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Critério de Loeb — uma condigao necessaria

Sistema em malha fechada com realimentagao negativa unitaria:

r=0+ Elemento G(s) Y
ndo linear

»
L

1+ G(jo)N(a,w) =0.
Definindo
X(a,0) = Re{l +G(jo)N(a,0)},
Y(a,0) =Im{l + G(jo)N(a,0)}.
Tem-se:
X(a,0)+jY(a,m) =0. <=
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Assumindo perturbagdes:

a— a+da,
® — ©+ 0w+ jOo

Tem-se:
X(a+ da,0+ dw+jd0) + Y (a+ da,m+ dmw+ jdc) = 0.

Expandindo em série de MacLaurin:

X(a.); | X(a,0)

Y (a,m) Sut 0Y(a,0)
da L0

9a e

(dw+jdc) +j

(dw+jdc) =0

=
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0X(a,m) 0X(a,m) . 0Y(a,m) .0Y(a,m) o
% da+ P (dw+jodo) +j % da+j %0 (dw+jdo) =
Separando as partes real e imaginaria:
0X(a,m) Sat 0X(a,m) S0 Y (a,) 56 =0,
da oW oW
0X(a,w) 50+ Y (a,m) Sa+ Y (a,m) 5w — 0.
fe[0) oa fe[0)
Isolando d® na segunda equagao:
Xa0) 554 Mao)g,
6w = — A (@,0) :
0w
Substituindo d® na primeira equagio:
X(a,o). HX(ao) | Zese D51 Jy(a,m)

da+ — — 8¢ =0

da oM 9Y(a, ‘D) IO e =
R0
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IX(a,0)5 , X(a.o) | Haolgs a5l gy (a,m) S0
a7 dw (a0 o

Multiplicando por aY(a ®.

2
oY (a.0) X(a.0) ¢ [IX(aw)) <
0w da 0w
2
0X(a,0) Y (a,0) o [IY(a0)] ¢
0w da 0w

Isolando:
ovox oxav. _[fox]® Tav]*|
0da 903a [PV |9e| |0l (°°
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avox oxarys  frox)? o
0w da 0w da ] |90 o0
Para oscilagdes sustentadas, quando a amplitude aumenta deve

aparecer um termo exponencial real com expoente negativo e
vice-versa, assim:

da
5o >0
Como
om B0}
Entao
avax axar
Jdmwda 0w da — =
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Funcao descritiva de algumas nao-linearidades comuns

x(t) = Asen(ot), com A > a

Relé ideal Relé com zona morta
aM 2
N(A) =% N(A) =, /1<
AW AW
M M
» —a n~
0 x o] @ x
-M -M
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x(t) = Asen(ot), comA > a

Zona morta Saturacao
N(A) = N(A) =
(3 tg-gy1-8) U (sergegyio8
AW AW
M
™
aYl
0 a T a ;1;'
—M
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x(t) = Asen(wt),comA > a
Folga de engrenagem
IN(A)| = ;y/ai + b7, ZN(A) = tan™" 5}, em que:

@ =4 (§-1),

b1=ﬁ[’z‘—sen1(%§’— )= (2 —1)y/1- (% )2]

AW

2a

2a
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