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Linearizacao entrada saida e dinamica zero

Certos sistemas podem ter uma funcao de saida nao linear, além da
propria dinamica. Nesse caso, o método de linearizagao exata por
realimentacao de estados visto na Aula 7 nao pode ser aplicado
diretamente, pois s0 lineariza a dindmica entre a entrada e os estados.
No entanto, caso algumas propriedades sejam atendidas, pode-se
obter um sistema linear entre a entrada e a saida.

Consideremos o sistema

comu,ycRexecR"
Se h pudesse ser utilizada para construir a transformacao 7 de forma
que z = T(x) com:

Ti(x) = h(x),
T;(x) = ag;lf(x), 2<i<n =
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oT;_
Ti(x) = =5 ~f(x), 2<i<n
Ter-se-ia o sistema:
a5 T T
dT(x) T o ’ o
1=—>= =5 %= | [f(x) +g(x)u] = S I N (6 9]7
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i i Lox T SR
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Ap

Adicionalmente, impondo:

oT;

aXg(x) 0,1<i<n—1,
o7,

axg(x)_17
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Adicionalmente, impondo:

oT;
a—x’g(x):o,lgign—l,
o7,
=1
. g(x) =1,
Ter-se-ia:
C 0 ] }f 0 7 [0
0 % 0 0
p=AgTx)+ | ¢ | +| ¢ |e@u=AT@+| 1 |+ |u
0 agnfl 0 0
aT, 7 o7,
_%f(x)_ i %l; | _a—if(x)_ 11

Bp

=
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Finalmente, escolhendo:

oT,
5 %)

u—=v-—

O sistema resultante, entao, seria:

2:ABT(X)+BBV:ABZ+BBV
y=h(x)=Ti(x)=z1=[1 0 ... 0]z
~—_—

C

Em suma, na variavel z o sistema seria linear com y como saida e v
como entrada.
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Assim, como no caso da linearizacao exata por realimentacao de
estados, busca-se encontrar a transformacédo T que satisfaga:

or, o1, M., .
|:ax1 87)62 e axn:| f(X) = TZ(X)
oT, T, O], .

aTnfl aTnfl aTnfl o
[ 9o ok }f(x)—Tn(x).
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E, simultaneamente,

or o, om] .

_aixlaixz axn_g(x>_0

Ty o1, O]

-TXI Tm ce axn - g(x) =0 (2)

oT, oT, oT, (x)=1
| dx; dxp an_gx o
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As condicdes expressas em (1) e (2) sdo as mesmas usadas para

encontrar a lei de realimentagao de estado para linearizacao exata.
Porém, para linearizagao entrada saida, deve-se impor a condicao

adicional:

T1(x) = h(x). (3)

Pode néo ser possivel atender, simultaneamente, (1), (2) e (3). Nesse
caso, requer-se procedimento diverso para realizar a linearizacao
entrada saida.
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Proposta de método

Definem-se as fungdes adicionais ¥;(x), 1 <i < r+1, tais que:

Dy = I, I P g
d d¥y(x)  d¥a(x),  d¥(x oW, (x
= = T = TR T + T e
@ =¥ 1(x) = d¥.(x) = o (x), = I, (x) ¥, (x)

= = f
dr dt x ox (%) + ox g(x)u
em que r é tal que:

I, (x)

S B =0, 1<i<r—1
¥, (x)
aX g(X) #0 =
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Assim, resulta que

d’y J¥,.(x)
ar  ax TWT Ty s

Dessa forma, pode-se escolher a lei de controle:

‘= [a‘{;’éx)g(x)] B [v— aqg)ﬁ")f(x)] .

Resultando em
d’y
dt”

=. (4)

Isto é, a relagao entre a entrada v e a saida y passa a ser descrita por
(4), que é linear. Neste caso, r € chamado de grau relativo do
sistema. Pode-se mostrar que r < n.

=
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Exemplo: Seja o sistema

X] = X2
Xy = —X1 +(1 —X%)XQ—I-M
y=xi

Derivando-se y com respeito ao tempo:

l = ZX1X1 = ZX1XQ,

dt

em que se nota que o sinal de controle ndo aparece, i. e., aa%g =0.

Seguimos com o processo derivando mais uma vez com respeito ao
tempo:
TV ity + 20y = 2342 123
=20k +2x142 = 2x5 + 2x1 [—x1 + (1 — x7)x2 + u]
2x% — Zx% + 2x1xp — 2x?xz + 2x1u. = =
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d’y 2 52 3
a2 = 2x5 — 2x7 + 2x1x2 — 2x7x2 4+ 2x1 1.

Tomando

v —2x3 4+ 2x7 — 2x1x0 + 2x0x v x5
. 5 1 1X2 12:7+£+x1—x2+X%X27 (5)
le 2X] X1

tem-se

&y
dr?

=V.
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Tomando o estado aumentado:

y
dy
X = dt ,
X1
X2
a dindmica fica
dy dy
gl s A i
}v - R
x= || = |22 2o+ 200 -2 + 2|
X X2
Xz —X1+(1—x%)x2_|—u
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Com a lei de controle (5):

2x1

Como resultado tem-se

v+2x%
2x1

y=[1 0 0 0]x,

que expressa uma relagao linear entre v e y, conforme buscado. o
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Exemplo: Admitamos a mesma dinamica do caso anterior, com a
saida diferente:

X =x2
i = —x1+(1=x)x+u
Y =X1x2
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Exemplo: Admitamos a mesma dinamica do caso anterior, com a
saida diferente:

X =x2
i = —x1+(1=x)x+u
Y =X1x2

Derivando-se y com respeito ao tempo:

dy
— = XxoXk1 +x1%2 :x% —x%—i— (1 —x%)xlxz +x1u,

dt

em gue se nota que o sinal de controle ja aparece (o grau relativo é

r=1).

Tomando

:v—x%—l—x%—(l—x%)xlxg _ v —Xx3 v —mtdn, (6
X1 X1

tem-se
dy o
ar B
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Tomando o estado aumentado:

y
X=|X1]{,
X2
a dinamica fica
dy %
dt
X=|[Xx1| = X2 3
jC V*X%
2 T
y=[1 0 0]x.
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Dinamica zero

Assumindo grau relativo r > 1, sejam as transformagoes @ e W¥:

01(x)
B(x) = ¢2.(X) 7
On—r(x)
tal que
a;:g(x) =0,1<i<n-—r.
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oY,
ox

lPi+1: f(X)71§i§r_la

¥, —h,
oY,
ox

O,
o g(x) # 0,

g(x)=0,1<i<r—1,

pode-se reescrever o sistema com o vetor de estado:
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Com isto, resulta a dinamica

= [2} N [ f;(]’?)] N &%"X'Ef(x)

0r—l><r oV,
Ast | i g0 |+ BB
] %f(x) ox

A dindmica de

n= fO(nvg) = .
Wnr f(x)

n&o afeta a saida, que depende exclusivamente de &.
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A dindmica de

n=fmg=| *
a¢n rf( )

quando £ =0, i. e, fy(n,0) é chamada de dinamica zero.

No caso de sistemas lineares, a estabilidade da dinamica zero se
relaciona ao fato de os zeros da funcao de transferéncia estarem no
Semiplano Esquerdo (SPE). Assim, por analogia, diz-se que o
sistema nao linear é de fase minima se a dindmica zero é
assintoticamente estavel no dominio considerado.
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Exemplo: Seja o sistema

2+x§

1+x§

Xl = —X1 +X1X2

Xy = X3

X3 =x1x3+u

y=x
Derivando-se y com respeito ao tempo:

dy
— = 2x0%y = 2
dr X2X2 X2X3,

em que se nota que o sinal de controle nao aparece, i. €., aa%g =0.

Seguimos com o processo derivando mais uma vez com respeito ao
tempo:
d?y
dr?
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d*y 2
v =2x3 + 2x1x2%3 + 2x0u.
Fazendo-se:
2
% X3 +Xx1X0x3
Uy=—————

2x7 X2
Tem-se a linearizagao entrada saida, donde encontram-se:

i =Yi(x) =23 =),

oY
&2 = lPQ(X) = T;f(x) = 2X2X3 = y

Rubens J M Afonso Linearizacdo entrada saida e dinamica zero



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 24/ 24

Arbitrando
q)l (X) = X1,
resulta:

0
%g(x) =0.

Assim, a dindmica do estado modificado é:

: aq)l 2+x3 2+x3
X)=— S
n=06;= f(x) x1+x1x21 x% T]—I—T]le x%

& =2x0x=y=&
&2 = 2)6% + 2X1X2X3 +2X2u =V

Para que se tenha § = 0, basta que x, = 0. Neste caso, tem-se
f] :fO(naO) =-,
gue é assintoticamente estavel, resultando que o sistema é de fase W

minima.
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