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Motivacao

Aulas anteriores:

@ Requisitos de desempenho de acurécia da reposta (como M),) e
de velocidade de resposta (como #,/%°%) = & e @, em MF, para

um sistema de segunda ordem;
e & e ®, em MF com = PM e ®, em MA;
@ Exemplo final da aula 12:
e requisito de & (PM) impde um limitante superior para @,;
e requisito de m, impde um limitante inferior;
e intersecdo entre as faixas encontradas = possivel atender
ambos os requisitos simultaneamente;

Problema

@ Nem sempre interse¢ao existe = impossivel atender ambos os
requisitos com realimentacao proporcional;

@ Motivo: deficiéncia de se ajustar apenas o ganho =
incapacidade de alterar fase. %
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Proposta

@ Recorrer a um controlador mais complexo, em que havera um
sistema dindmico chamado de compensador.

C(s) é a fungao de transferéncia do compensador:

R(s) E(s)
— 1

U(s) Y(s)

C(s) G(s)
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Efeito da introducao de um zero em cascata

G(s) = Gu(s)(s —21), (1)

em que G(s) é a fungao de transferéncia resultante com o zero, G,(s)
€ a funcgao original sem o zero e o zero é z;.
Caso z; < 0 (zero no SPE):

|G(jo)|as = |Gn(j®)|ap + [j® — z1|ap- (2)
Assintotas:

20log|z1], @ < |z1],
20log®, ® > |z;.

o —z1|ap = {
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ZG(jo) = LGy (jo) + Z(jo —z1) (4)
Assintotas: il
. o 07 0} S 211,

4(]0) Zl) - { 90°, @ > ’ZID- (5)

Unir assintotas por uma reta comegando meia década antes de z; e
terminando meia década depois:

07 (DS ‘Zl‘/sv
L(jo—z1)=q 90°log(05/[z1])/10g25, |z1]/5 <@ <5|z1|  (6)
90°, ® > 5|z1]).
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ljw-z1]qs

20 log(]z,])+60

20 log(|z,])+40

20 log(|z,|)+20

20 log(|z1])

A(jw-z1) (°) 180

90 Py
A
0
-90
-180
001jzz] 0.1fz)| |z 10Jz;| 100Jz;| 1000]z]
w
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@ Ganho em dB sera aumentado de 20log|z;| em baixas
frequéncias e crescera com 20 dB/dec acima de |z;|;

@ Fase serd aumentada a partir de cerca de ® = |z;|/5, atingindo
45° em ® = |z;| e chegando a assintota constante de 90° a partir
de cerca de ® = 5|zy|;

@ Adicionar um zero pode aumentar a margem de fase,
contribuindo para poder atingir o requisito de PM que nao seria
atingido em um frequéncia @, mais alta;

@ Elemento néo é realizavel, pois o grau do numerador € maior do
que o grau do denominador = funcao de transferéncia desse
elemento nao é prépria;

@ Necessario incluir um polo no controlador em cascata.
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Efeito de acrescentar um polo no diagrama de Bode

G(s) = Gals)/(s =p1), (7)

em que G(s) é a fungao de transferéncia resultante com o polo, G, (s)
€ a fungao original sem o polo e o polo é p;.
Caso p; < 0 (polo no SPE):

|G(jo)|ag = |Gy (j®)|aB — [j® — p1aB- (8)
Assintotas:

. _ | 20log|p1|, @ < |p1],

= pilas = { 20log®, ® > |p1. ®
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ZG(jo) = £G,(jo) — Z(jo—p1) (10)
Assintotas: 1
. 07 O)S pl )]

(] pl) { —90°, o > ‘pl‘)- (11)

Unir essas assintotas por uma reta comegando meia década antes de
p1 € terminando meia década depois, teremos:

Oa O)S |p1|/57
Z(jo—p1) =14 —90°log(®5/|p1])/log25, |p1|/5 < ® < 5|p]
—90°, @ > 5|p1]).
(12)
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-20 log(|p.|)

-20 log(|p1)-20 =

-20 log(|ps))-40 {=

-20 log([py)-60
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@ Ganho em dB sera diminuido de 20log |p;| em baixas
frequéncias e crescerd com 20 dB/dec acima de |p;|;

@ Fase sera diminuida a partir de cerca de ® = |p;|/5, atingindo
—45° em = |p;| e chegando a assintota constante de —90° a
partir de cerca de ® = 5|p;|;

o Efeito da adicao do polo é o oposto da adigao do zero;

@ Adicionar os dois nas mesmas frequéncias, isto €, z; = pi, 0s
efeitos se cancelardo. Isso pode ser notado obviamente se
olharmos para a fungéo de transferéncia resultante:

§—2Z
! _Gn(s)7 1 =Pp1- (13)

G(s) = Gn(s)s—pl =

@ Polo e o zero estiverem em posicoes diferentes = alterar a
resposta em frequéncia do sistema;

@ Se colocarmos apenas um polo ou um zero € um polo, a fungdo
de transferéncia do elemento é prépria, podendo ser realizada.W
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Efeito de acrescentar um zero e depois um polo no

diagrama de Bode

S—Z
G(5) = Guls) —, |z1] < |pi]- (14)
§s—Pp1

|G(jo)|ap = |Gn(j®)|as + [j® — z1|ap — [j® — p1]as, (15)

ZG(jo) = £G,(jo) + ZL(jo—z1) — L(jo — p1). (16)
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ljw-21]g-liw-p1lss

£(jw-z1)-£(jw-py) (°)
180 —
20 log(|z,])
90 -
0
0 :E. A
.90 LS ol 4
20 log(|z,])-20 log(|p.|)
-20 log(|ps|) S -180 o AT/
M 1

|1l [Pal

@ Laranja: zero;
@ Verde: polo;
@ Azul: zero e polo.

==
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@ Zero e polo separados por duas décadas = ganho é diminuido
de 40 dB em baixas frequéncias, por causa da razao entre o
maodulo do zero e do polo;

@ Ao passar pela frequéncia ® = |z;|, 0 ganho comega a crescer
com 20 dB/dec, por causa do zero;

@ Ao atingir ® = |py|, o polo faz com que esse crescimento pare. O
valor de ganho estaciona em 0dB.

@ Fase comega a crescer em ® = |z;|/5, por conta do zero,
atingindo 45° em ® = |z;| € 90° em ® = 5|z;|;

@ Devido ao polo, comega a decrescer em ® = |p;|/5, atinge
novamente 45° em ® = |p;| e voltaa 0 em ® = 5|p;
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Introdugao do par zero/polo, com o zero com frequéncia de quebra
menor do que a do polo:

@ Diminuir o ganho DC do sistema;

@ Aumentar a fase entre as frequéncias de quebra do zero e do

polo.

Aumento maximo se da na frequéncia intermediaria entre as
frequéncias de quebra do zero e do polo, que é a sua média
geomeétrica, pois essa frequéncia, ®,,, sera tal que:

log|zi|+1o
IOg(l)max: g’ 1’ 3 g‘pl‘ = Wpgx = ‘Z1HP1|' (17)
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Observacgao 1.

Se a frequéncia de quebra do polo estivesse mais proxima da do zero,
o efeito seria que a fase ndo atingiria um valor maximo de 90°, mas
sim um valor menor. O ganho também néo voltaria a 0 dB, ficando
abaixo disso.

Observacgao 2.

Esse efeito de aumentar a fase em algumas frequéncias é conhecido
como avanco de fase. O elemento constituido pelo zero e o polo que
produzem esse efeito, quando multiplicado por um ganho, é chamado
compensador de avanco de fase.
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Formulas do avango de fase

Funcao de transferéncia do compensador C,,:

Ts+1
C = . 18
a(s) ols+1 (18)
Zero

1
1= _T (19)

Polo 1
= ——. 20
P1 oT (20)

lz1] < |p1] = a < 1.
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Fase ¢ do compensador na frequéncia ®:
¢ = arctan (T®) — arctan (07®). (21)

Frequéncia ,,,, onde ocorre o pico de fase:

1
Opax =/ —_—. 22
max |Zl||]71 TO(,T T\/& (22)
Substituindo esse valor na expressao para a fase:
0 tan ( tan (v/ot) (29)
= arctan | —— | — arctan .
max \/&
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Trabalhando essa expressao:
1
tan 0,,,, =tan |arctan — arctan (/o)

tan [arctan( ! )} — tan [arctan (/o)
%)} tan [arctan (1/ot)]

R

1+tan [arct

Mas:

COS Opar = 1/ 1 — sen? Gpugy- (26)
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1
Sen Oy Yo va

(27)
V1 —sen2Opax 2
Elevando ambos os lados ao quadrado:
2 1— O(‘2
sen” Oax _ (28)
1 — sen2 ax 4o
Isolando o seno: 5
1-20+a
2 _
S O = 0 o (29)
Tirando a raiz positiva:
1—a
Sen¢max = m (30)
Escrevendo a em fungdo do seno:
1—
_ senq)max‘ (31)
1+ sen (pax

Avango maximo necessario s6 depende da razédo entre as frequénciW

de guebra do polo e do zero.
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Ajustando ®, e PM com um compensador de avango de

fase

@ Requisitos de MF: M,,, t,|}%%, t,, t, = PM e o, desejados em
MA;

@ Verificar se PM é maior ou igual a desejada na frequéncia ®,;

© Em caso afirmativo, determinar o ganho K para que o
cruzamento de 0 dB ocorra em ®,. (O “excesso” de PM faz com
que o sistema fique mais amortecido do que o solicitado, o que
usualmente é bom, pois o requisito de sobressinal costuma ser
dado em termos de um sobressinal maximo, o que repercute em
uma PM minima a ser atingida. Nesse caso, & desnecessario
adicionar zeros e polos ao controlador);

© Caso a PM seja inferior ao necesséario na frequéncia . =
compensador a avango de fase;
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Ajustando ®, e PM com um compensador de avango de

fase

© Avango maximo em ®c: Opmax = PMiesejada — PMatuai-
© Calcule o valor de o

1—

= L‘b’"w‘ (32)

1+ sen yax
@ Determine T para satisfazer:
1
O = Wpay = my
isto &,
1
T = . 33
o/ (33)

=
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Ajustando ®, e PM com um compensador de avango de

fase

© O ganho do sistema foi alterado pelo termo contendo o zero e o
polo. Em ®. 0 ganho é

joT+1 | | (0T)*+1 (34)
jooaT+1|  \ (o.aT)2+1’
T S
substituindo T = oo

; 1
M — 0¢+1 :L. (35)
jo.oT +1 o+l o

K deve compensar |G(jo,)|/+/0., de forma a ser unitario
(equivalente a 0 dB):

glGU _ e VO 36

Va |Gljoe)|
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0,005
Gls) = s(s+0,05)’ (37)

deve atender os requisitos em malha fechada:

t, <18 s, (38)
M, <0,3. (89)
Esses requisitos resultam em
£>0,35=PM > 35°, (40)
®, > 0,11 rad/s. (41)

Para acomodar efeitos de aproximagdes , somar 5° na PM, desejada:

PMy = 35°+5° = 40°. (42) [




Exemplo 1 - continuagao
|G(jo,)|as = —9,2 dB e LG(jo.) = —157°
apenas com um ganho é impossivel atingir os requisitos.
50

= PM, = 23°. lIsto é,
-80
0.
8
E -50
§-100

0® 10?

10"

10° 10" 10° 10
w [rad/s|

10" 0

10° 10" 107
w [rad/s|

v
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Exemplo 1 - continuagao

Seguindo o procedimento proposto, calcula-se o avango de fase que o
compensador deve fornecer:

0 =PM — /G(jo.) — 180° =40° +157° — 180° = 17°.  (43)

Para que o avangco maximo seja de 17° (escolhe-se assim para nao
afastar o polo demasiadamente do zero sem necessidade), deve-se

ter: ! 170
— Sen
o=——-"+—=0)54 44
1+senl7° ’ (44)
A fim de que a frequéncia para 0 maximo avango seja ®., &€ necessario
que:
1 1

0/o  0,11,/0,54 “3)

=
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Exemplo 1 - continuagao

O ganho do compensador em ®, é de 1/y/a = 1,35. Assim, o ganho
para fazer com que o cruzamento do zero ocorra em 0,11 rad/s é:

|K|ap =10log o — |G(jooc)| 45
1010g0,54 — |G(j0,11)| 5
—2,7492=6,5dB,

K=10% =21, (46)

O compensador sera:

=
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Exemplo 1 - continuagao

Diagrama de Bode do sistema compensado C(s)G(s)

50

-100

[ G wle

-150

Bt EEHRES AL IS WS .
10° 10° 10" 10" 10 o' 10
w[rad/s] wlrad/s] )
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Exemplo 1 - continuagao

Resposta do sistema em malha fechada para uma entrada degrau
unitario: M, = 0,3 e t,|}°°% = 16 s, atendendo os requisitos.

1.4

o
(22}

0 20 40 80 100 120

60
t[s]

=
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Ajustando a constante de erro sem alterar (muito) ®. e a PM

@ Erro em regime estacionario esta ligado com o ganho em baixa
frequéncia de malha aberta G(0);

@ Caso o sistema nao seja do tipo 1, 0 ganho em baixa frequéncia
é finito e ha erro em regime estacionario para a entrada degrau;

@ Necessario ajustar a constante de erro sem alterar (muito) ®, e a
PM;

@ Importante quando o comportamento no regime transitério esta
adequado e deve ser alterado o minimo possivel, mas ainda
assim é necessario adequar o ganho DC.

@ Uma alternativa é multiplicar G(s) por um ganho K: resolveria o
problema em baixas frequéncias, mas a frequéncia de
cruzamento de 0 dB e a margem de fase seriam alteradas,
podendo mudar substancialmente o comportamento em regime
transitorio.

@ Outra saida: usar um compensador, acrescentando um par B
polo/zero, com frequéncias de quebra diferentes. W
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@ Zero com frequéncia de quebra
menor do que a do polo:
e ganho 1 nas frequéncias mais
altas;
o fase é alterada na vizinhanga da
média geométrica das frequéncias N
de quebra; 20 log([21/)-20 log(lps)

liw-z las-liw-Palas

@ 1 0 ganho em baixas frequéncias =
inverter a ordem das frequéncias
de quebra (0 mddulo do polo ser
menor do que o do zero):

0
-20 log(ps )

e ganho 1 em frequéncias inferiores
a do polo, sem aumentar o ganho
em altas frequéncias (maiores do
que a do zero);

@ pouco altera m. se o polo estiver
afastado desse valor. = =

Rubens J M Afonso Projeto de controladores no dominio da frequéncia




Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 32/ 46

@ PM pouco afetada, pois a vizinhanga da média geométrica do
polo e do zero estara longe de ®,;

@ Compensador diminui a fase entre as frequéncias de quebra:
compensador de atraso de fase;

@ Fase volta a 0 conforme se afasta da frequéncia de quebra do
zero.

L(jw-z1)-L(jw-py) (°)

180 TTTT
90
0 Ny g
N A
-90 " H
-180 Ll
Ipal |21
w
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O erro em regime estacionario deve ser menor ou igual a 10% para
entrada degrau para o seguinte sistema:

10
G(s)=——F7F—. 48
= e+ “8)
Esse sistema é tipo 0, entao apresentara erro em regime estacionario
dado por:
1
= 49
Ess 1+Kp7 (49)
em que
10
Portanto, o erro em regime estacionario sera
! ! 0,167. (51)
€55 — ~ =
"TIYK, 145 =
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Exemplo 2 - continuagao

Erro em regime estacionario 16,7% para entrada degrau nao atende o
requisito = alterar o ganho em baixas frequéncias. Compensador de
atraso de fase:
Cls) = —=. (52)
S—=p
Precisamos escolher z e p adequadamente. Para isso, vamos tentar
diminuir o erro em regime estacionario a metade:

1 Css 1
= =5 20,083, 53
€y 1+Kp,c ) 12 s ( )
Donde
1=K, =C0)G0) = Kk,=5=° =05 (59
B 2 S _p p_p - 5 1=

=
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Exemplo 2 - continuacao

Observando a magnitude no diagrama de Bode de G(s) a frequéncia
o, de cruzamento de 0 dB é de aproximadamente 2.7 rad/s.

0

o 20

3 -40
2

5 -60

-80

-100

A0l L
10° 2 Y10 10" 107
w [rad/s|

107 10 10°

=
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Exemplo 2 - continuagao

Tipicamente, para evitar que a fase seja alterada préximo da frequéncia
de cruzamento de 0 dB, faz-se com que
O,
—z< —. 55
253, (55)
Para esse caso, escolhe-se
W,
=—— =-0,27. 56
4 0 : (56)
Entao: 027
22=2=""2"" 4 = 0,12. (57)
p p
Com isto o compensador resultante é:
s+0,27
C(s) = ——, 58
)= o (58)
a ser colocado em cascata com G(s). V
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Exemplo 2 - continuagao

@ Ganho ¢ alterado em frequéncias abaixo da frequéncia de
cruzamento do zero;
@ PM e o, pouco alteradas.
50 0
=
0 —G — 50 —G
@ o
= 3
3 -50 S-100
7 G
. O
-100 ~ -150
-150 -200
10° 102 10 10° 10% 10% 10° 10° 102 10 10° 10% 10% 10°
w [rad/s] w [rad/s]
v

==
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Exemplo 2 - continuacao

@ Simulando o sistema para entrada degrau sem e com
compensador:
@ sistema com o compensador apresenta metade do erro em
regime do que apresenta sem;
o 1,/}%% aumenta de 0,61 s para 0,64 s;
o M), caide 22% para 17%.

1.5
CG
—G
1 —

\5 1]
051
1
i
0 i

0 5 10

=
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Compensador de avango e atraso de fase

@ Compensador de avanco para atender requisitos de regime
transitorio;

@ Compensador de atraso de fase para atender requisito de erro
em regime estacionario sem comprometer a resposta transitoria.

Seja o sistema:

1
G(s) = m,
que deve atender os seguintes requisitos em malha fechada:
e M, <0,1,
0 1. <0,1s;
@ ¢, < 0,05 para entrada degrau unitario. f

(59)
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Exemplo 3 - continuagao

PM > 59°

®. > 27 rad/s.

Adotando os valores limitrofes:

PM; =59°

0, =27 rad/s.

o /G(jo,) =—149° = PM,=31°;

@ Compensador de avango de fase ¢ = PM; — PM, = 28°;

@ Introducédo de um compensador de atraso de fase reduz a PM,
somaremos 5° para antecipar essa perda:

& =PM;— /G(jo.) — 180° +5° = 59° + 149° — 180° + 5° = 33°. %
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Exemplo 3 - continuagao

1 —sen33°
=—— =0.3. 60
* 1 +sen33° ’ (60)

A fim de que a frequéncia para o maximo avanco seja ®,:

1 1
T = = ~ 0,07. 61
o/o  27,/03 1)

Ganho deve ser ajustado para que a frequéncia de cruzamento de 0 dB
seja 27 rad/s:
|K|as =10log o — |G(jodc)| 45
101og0,3 — |G(j27)| 45
—5,34+57,8=52,5dB,

Kap
K =102 = 420. (62)
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Exemplo 3 - continuagao

O compensador sera:

0,07s+1

— 42000
Ci(s) = 4200 a5 1

(63)
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Exemplo 3 - continuacao

Calculando K, para esse C(s)G(s):

420
K = = =
entao,
b ! ~ 0,11 65
ess—1+Kp—1+8’4N7 5 (65)

0 que nao atende o requisito. Para atender, tem-se que reduzir a apro-
ximadamente a metade. Para isso, 0 ganho em baixas frequéncias
devera ser:

1

0,05 = — = ey =
T2 T T 11K,

= K,=19, (66)

que € aproximadamente o dobro do atual.
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Exemplo 3 - continuagao

Arbitrando: o
e

=——=-2,8 67

z 10 8, (67)

determina-se p para se ter aproximadamente o ganho DC desejado:
Z
===—14. 68
P=5 ; (68)

Com esses valores, o compensador de atraso de fase fica:

s—z s+2.8
C = = . 69
2(s) s—p s+14 (69)
E o compensador completo é
0,07s+1 2,8
C(s) = C1(5)Cals) = 42022 2 5+ %, (70)

0,021s+1s+1,4"
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Exemplo 3 - continuagao

Simulando o sistema em MF com uma entrada degrau unitario com
esse compensador obtém-se sobressinal de cerca de 10%, tempo de
subida de 0,07 s e erro em regime estacionario de aproximadamente
5%, de acordo com os requisitos de projeto.

<
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Visualizacao na carta de Nichols-Black

Exemplo 3 - continuagao

@ Azul: a curva do sistema G(s);

a
=]

=}

&
S

14Qfad/s

-100]

Magnitude em Malha Aberta (dB)

-150!
-360 -270 -180 -90 0
Fase em Malha Aberta (°) (deg)
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Visualizacao na carta de Nichols-Black

Exemplo 3 - continuagao

@ Verde: com compensador de avango de fase
o 10 rad/s < ®, <100 rad/s (o, ~ 30 rad/s);
e PM~60°:§~0,6 = M,~ 10%;
@ erro em regime estacionario é inadequado.

50
@
z
£
g 0
<
o
<
<}
= 50
£
o
Py
3
2 -100
)
]
=
-150
-360 -270 -180 -90 0

Fase em Malha Aberta (°) (deg)

=
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Visualizacao na carta de Nichols-Black

Exemplo 3 - continuagao

@ Vermelho: avancgo e atraso

@ aumenta o ganho antes de ®,;

@ proximidades de m.: as curvas verde e vermelha se unem,
evidenciando que a margem da fase e a frequéncia de
cruzamento permaneceram essencialmente as mesmas.

50

-50

-100]

Magnitude em Malha Aberta (dB)

-150
-360 -270 -180 -90 0

Fase em Malha Aberta (°) (deg) W
”
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