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Modelos de sistemas dinamicos a tempo continuo

Usaremos a Equacgao Diferencial Ordinaria (EDO) a coeficientes
constantes relacionando a saida y(¢) a entrada u(t), que pode ser
escrita como:
diy(t) & dku(r)
L — —,n>m 1
. k:ZOBk pr (1)

n
Yo
i=0

Observacgao 1.

Muitas vezes vamos reescalonar a equacao (1), dividindo ambos os
lados por o, para que o coeficiente do termo de mais alta ordem seja
unitario.
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Sistemas préprios e estritamente proprios

@ Requisito n > m — causalidade do sistema: a saida y em um
dado instante #, ndo pode depender da entrada u(z) para t > f.

@ Quando n > m o sistema é dito proprio;

@ Caso n > m, o sistema é chamado estritamente proprio, pois
y(ty) depende exclusivamente de u(t),t < 1.
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Linearidade

Sejam as saidas y; () e y,(¢) relacionadas as entradas u; (¢) e ux(t),

respectivamente
m
Z =) B (2)
i=0 k=0
n l m
Yo =2 B : (3)
i=0 k=0

entdo a saida y( ) para uma entrada ( ) ylul(t) + You»(t) obedece:

ndy( d*[y1u (t +Y2M2( )] _
4
Z ;)B y t,( Z B (4)
d d u1 d uz dkul n dkuz t
=3 pen o4 B e e Y g .
) dr* =0 k=0 k=0 d
Zn 0 d"l() novdl}z()
O =40 i L ard -
Entao, a solugao y = y1y1 + Y22 é, de fato, solugdo da EDO. % -
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Invariancia no Tempo

Seja a saida y(t) resultado da aplicagdo da entrada u(r) ao sistema
da equacéo (1), entdo, se aplicarmos a entrada u(t — o) (entrada u
atrasada de 7y unidades de tempo), a saida obedecera:

i dlyd Z [3 t—l‘()) (5)

i=0

Realizando a mudancga de variavel T =t — 1y, tem-se que

du(t—19) _ d*u(x) .
7 , donde:

n i

idy" -y Bl )=Zowdj;(f) )
k=0 T

Desta forma y,(t) = y(t) = y(t — 1), i. e., a saida y, para entrada
atrasada de #y unidades de tempo é a saida y atrasada de #y unidades
de tempo que o sistema apresenta a entrada u(t) sem atraso. . .
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Obtencao de modelos matematicos de sistemas dinamicos

Os modelos matematicos podem ser obtidos, grosso modo, de trés
maneiras diferentes:

@ mediante a aplicagao de leis fisicas, tais como as leis de Newton
para o movimento, leis de Kirchhoff para circuitos elétricos, leis
da termodinamica, etc.;

© mediante ensaios praticos com o sistema, levantando suas
caracteristicas, como resposta a entradas conhecidas (degrau
unitario, rampa, parabola) e reposta em frequéncia;

© um misto dos dois primeiros.

Rubens J M Afonso Modelos matematicos de sistemas



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 7/ 26

Obtencao de modelos matematicos por meio de leis fisicas

Leis fisicas relacionam as grandezas em sistemas por meio de
equacoes e permitem obter as relagoes entre as variaveis.

Seja o circuito mostrado a seguir, em que a entrada é a tensao v; da
fonte e a saida é a tensao v, entre os terminais do resistor R,, vamos
obter o modelo na forma de equacao diferencial.

Ry
i1 C i
+ :’—| |—_' +
” ve RS o,

=
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Exemplo 1 - continuagao

Das Leis de Kirchhoff, tém-se:

Vo +ve—v; =0 (7)
i1+ic—ia=0 (8)
Adicionalmente, das equagdes dos elementos:
Vo = Raiy 9)
ve = Ry (10)
dav,
. =C— 11
le 0 (11)
Substituindo as correntes de (9), (10) e (11) em (8):
Ve dv. v,
L cZ=E_2 0 12
Ry + dt R> (12)

. o
Rubens J M Afonso Modelos matematicos de sistemas



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 9/ 26

Exemplo 1 - continuagao

Agora, usando (7) para eliminar v, de (12):

Vi VY, dv; dv, v,
C——C———=0 13
R, Ry dt dt Ry (13)

Identificando a saida y = v, e a entrada u = v; e dividindo todos os
termos por C, obtém-se:

dy Ri+R,  du 1

=4 14
di T RiR.CY T dr TR.C (14)

Neste exemplo tém-se n = m =1,i. e., o sistema é proprio e o] =1,

Ri+R . _
0 = Rigér Br=1ePo=

=
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Observacao 2.

Além das leis de Kirchhoff, foram fundamentais para a obtencdo do
modelo no exemplo 1 as equacgées relacionado as variaveis (tensées
e correntes) nos elementos do circuito (resistores R e R, e capacitor
C).

Observacao 3.

O modelo obtido é LIT (EDO a coeficientes constantes).
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Modelos de sistemas mecanicos obtidos por meio da

equacao de Lagrange

Os dois exemplos a seguir mostram a aplicagao de leis fisicas
(equagao de Lagrange) para obter modelos de sistemas mecanicos. A
equacao de Lagrange é:

aor_ar_ v .
dtdg 9dq  9q’

em que T é a energia cinética, V é a energia potencial, g € a

coordenada generalizada e g = %.
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Massa pontual em um arco girante vertical. Suponha que uma
massa pontual m seja livre para deslizar sobre um arco de raio a que
gira em torno de um eixo vertical com velocidade constante ®.
Determine a dinamica do angulo 6 que o raio unindo a massa ao
centro do aro forma com o eixo vertical, como na figura a seguir.

z

~ 1/ w
gl Y

|
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Exemplo 2 - continuagao

Nesse caso, tém-se as seguintes equagoes para as posigoes:

x = asen(0) cos(or) (16)
y = asen(0) sen(wr)

z=—acos(0)

em que g = 0 é a coordenada generalizada.
Derivando com respeito ao tempo:

& =a[Bcos(0)cos(wr) — wsen(B) sen(wr)] (19)
= a [0cos(0) sen(or) + wsen(6) cos(wr)] (20)
7 = aBsen(0) (21)

=
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Exemplo 2 - continuagao

A energia cinética é:
T= % [P +5+2] = m;z 6%+ @ sen’(8)] (22)
Donde:
?)g = ma*®” sen(0) cos(0) = %aZmZ sen(20) (23)
35 = ma’*6 (24)
;it(zg = ma*® (25)

=
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Exemplo 2 - continuagao

A energia potencial, por sua vez, é:
V =mgh =mga[l —cos(0)] (26)
donde:
?9‘9/ = mgasen(0) (27)

=
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Exemplo 2 - continuagao

Usando a Equagéao de Lagrange (15):

ma*0 — %cﬂmz sen(20) = —mgasen(0) (28)
Reordenando os termos:

2
6= % sen(20) — %sen(ﬁ) (29)
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Exemplo 2 - continuagao

Usando a Equagéao de Lagrange (15):

ma*0 — %azwz sen(20) = —mgasen(0) (28)

Reordenando os termos:

. 0 g
0= > sen(20) — o sen(0) (29)

Observacao 4.

O modelo resultante na equagéo (29) nao é linear. Nestes casos,
veremos que ainda assim sera possivel aplicar, respeitadas certas
limitagoes, as técnicas para modelos lineares por meio de uma
aproximagao linear do modelo.
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Massa pontual em um fio girante. Suponha que uma massa pontual
m seja livre para deslizar sobre um fio que gira em torno de um eixo
horizontal com velocidade constante ®, como na figura a seguir.
Determine a dinamica da distancia r entre a massa e o centro rotagao.

Y

wt

|
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Exemplo 3 - continuagao

Nesse caso, tém-se as seguintes equagdes para as posi¢oes:

x = rcos(or) (30)
y = rsen(o) (31)

em que g = r é a coordenada generalizada.
Derivando com respeito ao tempo:

X = icos(®r) — rosen(wr) (32)
y = isen(®t) 4 rocos(wr) (33)

=
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Exemplo 3 - continuagao
A energia cinética é:

T=32 (£+5) = 3 (P +70’) (34)
Donde:

a—T = mrey’ (35)
or
T (36)
ar mr
ia—T = mi (37)
dt oi

=
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Exemplo 3 - continuagao

A energia potencial, por sua vez, é:
V = mgy = mgrsen(ot) (38)
donde:
v sen(oz) (39)
— —m
or &

V

=
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Exemplo 3 - continuagao

Usando a Equagéao de Lagrange (15):

mi — mre?* = —mg sen(or) (40)
Reordenando os termos:

i = rw’ — gsen(wr) (41)

=
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Exemplo 3 - continuagao

Usando a Equagéao de Lagrange (15):
mi — mre?* = —mg sen(or) (40)

Reordenando os termos:

i = rw’ — gsen(wr) (41)

Observacao 5.

O modelo obtido na equagao (41) é variante no tempo.
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Lidando com modelos nao lineares: linearizacao por série

de Taylor

@ O modelo do Exemplo 2 — Eq.(29) — nao é linear; )
@ Para 8 = 0+ 86 com pequenas variagcdes 86 em torno de 6 = 0:

2

50 = % sen[2(8+30)] — 8 sen(B+ 50) =

) ~ _
= 7{sen [26] c0s[286] + cos[26] sen[286] } +

—g{sen[ ] cos[86] + cos[0] sen[86)] }

2

_ @ _ & ~ (0?—%)s0:
5 sen[2586] ; sen[d6) P <m a) 56,  (42)

0=0 80—0

@ Este modelo aproximado ¢ linear;

@ Caso o sistema permanega operando em uma regido em que as
aproximacoes usadas para o seno sejam validas, podemos USW
0 modelo linearizado.
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Formalizacao

@ Linearizar o modelo expandindo os termos nao lineares em uma
série de Taylor em torno do valor de operacéo e admitindo
pequenas variagdes do sinal em uma vizinhanca deste ponto.

Admitindo que a relagao entrada-saida (modelo) seja dada por:

d"y(1) dy(t) d"u(t) du(t)
dtn R dt 7y(t)7 dz]’n P dt 7u(t)
Y U

f

=0, (43)

em que f é uma fungao nao linear, mas suave. Podemos reescrever f
em termos de y = y+ 8y e u = it + du, ou, de forma vetorial,
Y=Y+8YeU=U-+38U,emque Y e U séo solucdes de (43), i. e.,
£(7,0) =o.

=
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Com isso, podemos expandir essa fungao em série de Taylor:

oy of(Y,0) of (Y,0)
f(r,U) —f(Y,U)+T-8Y+T-8U+ R(Y,U)
termos de mais alta ordem
(44)

Considerando variagdes pequenas para 8Y e dU, os termos de mais
alta ordem terao magnitude muito menor do que os termos de ordem
1. Assim, é razoavel admitir que:

of (¥,0)
Ty Yo (49)

f(Y,U)~f(Y,0)
Donde

of (¥,0) of (Y,0)
——L Y+ ——=-3U=O(Y,U)=0 46
% o0 f (Y,U) (46)
Entdo, o modelo linearizado da equacao (46) € uma boa
aproximagao para pequenas variacdes 8Y e U em tornode Y e U,

respectivamente. %
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Exemplo de aplicagao

Retomando o modelo da eq. (29) do Exemplo 2, tem-se que:

. . g
f16,6,0 | =8— —sen[20] + =sen[B] = 0. (47)
—— 2 a
®
Donde:
of .
%(6) =1 (48)
of .
%(®) =0
of 2 8
%(®) = —m"cos[26] + p cos|6]
Tomando ® = 0:
For-1. Yor—o Yo -_?+8
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Entao, usando (46), tem-se:

- 1 "1 sh
o (6 : .
¥(©) 5o_ 0 56 =69+(—co2+5)se=o,
0 —o*+8 56 “

(50)

que € o mesmo resultado obtido em (42).
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