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Resolucao da EDO

@ Apobs obter o modelo matematico, estamos interessados na
resposta temporal do sistema a uma entrada.

@ Modelo dado na forma de EDO — encontrar sua solugao.

Por exemplo, para o modelo da equacao
50 — (w2—§> 56, (1)
a

a solugdo tem a seguinte forma:

d6(t) = Acos [t, / g —m? +¢} 2)

em que A e ¢ dependem das condicoes iniciais (Cl), i. e.,
Se(t()) = 590 e 89(1‘0) = 590. . _
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Seja 0 modelo
dy Ri+R; du 1
- y=— o (©)
dt R{R,C dl R, C

ha dependéncia da entrada u(z).

Vamos assumir que a entrada seja a funcao degrau unitario,

representada por:
0,1<0,
l(t)_{ 17[20 (4)

Figura: Degrau unitario.

Rubens J M Afonso Transformada de Laplace



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 4/ 46

@ A fungdo 4(¢), chamada de impulso unitario, é aquela cuja
integral resulta em 1(z).
@ Propriedade da Filtragem:

| 7030 —10)di = (1), ©)

>

hw =1

|
NS
SIS
~

Figura: Impulso unitario: w — 0 = h — oo para que o produto hw = 1.

Sua definigido como funcao foge ao escopo deste curso, mas esta pode ser
construida a partir do limite de um pulso centrado em 0 de largura arbitrariamente
pequena, cuja area € unitaria. Isso sé pode ocorrer caso a altura tenda a o« conforW
a largura tende a 0.
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Retornando a equacao (3), teremos:

d
o 0ty = 8(1)+ Bol (1 ©)

Utilizando o fator integrante e®*:

td

(y(1)e™™) dr = / 8(t)e™ dr+ Bo (Dear  (7)
to d‘C

Supondo que o instante inicial seja fg =07

Oof _ @ Oof
YD) —y(0) =1+ = ('~ 1) ®)

Donde:
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wes Sol. simulag@o
= = Sol. analitica

Simulagao numérica versus
solucao analitica para

Ry =100kQ, R, =50kQ e
C =100nF e y(0) =0.

@ Processo de solucao analitica complexo e enfadonho a medida
em que a ordem da EDO aumenta e que se devem considerar
diversas entradas distintas;

@ Saida: transformar a EDO em uma equacao algébrica e usar a
Transformada de Laplace.
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Transformada de Laplace

@ Mapeia fungdes reais em fungoées complexas de argumentos
complexos;

@ A transformada de Laplace de f(t) é definida como:

Definicao 1 (Transformada de Laplace).

Lif@)= [ rwear (10)
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Observagao 1.

Usaremos notagdo F (s) para representar L{f(t)}, isto é,
escreveremos a fungdo no dominio transformado usando a mesma
letra do sinal no dominio do tempo, s6 que usando caixa alta e
explicitando o argumento s € C.

Observacgao 2.

Caso o sinal f(t) seja continuo por partes em cada intervalo finito em
[0,00), satisfazendo
If(1)] < Me”, (11)

para todo t € [0,00), entdo a integral em (10) existe Vs|Re{s} > a.
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Observacao 3.

A transformada de Laplace é Unica, i. e., dados dois sinais fi(t) e f2(t)
com a mesma transformada

L{fi(0} = L{HO)}, (12)

entao o terorema de Lerch garante que a integral
a
/ n(t)dt =0, Ya >0, (13)
0

para a fungdo nula n(t) = f(t) — fo(1).
@ Com isso, conclui-se que fi(t) e f»(t) s6 podem diferir em um
conjunto de medida nula;

@ Caso sejam continuas, serdo, obrigatoriamente, iguais em todos
0s pontos.
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Observacao 4.

A transformada de Laplace é linear, pois

L{nA) +1f(1)} Z/Om [Yifi (£) + 1afo(r)] e *dr
/ “nh (t)e*"dr+ / Wyzfz(r)e*“dz
0 0

M /wa1(t)e*”dt+yz /waz(t)e*”dt
NnL{fi()}+nL{f(t)}. (14)

=
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Observacao 5.

A transformada de Laplace de um sinal deslocado no tempo é

L{f(—1)} = /O " ft=)edi = /0 " f(o)e 4o
et /0 Tfo)e Cdo = e L)} (15)

=
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Observacao 6.

A transformada de Laplace da convolugao de dois sinais é dada por

LUOHO) = [ O]

F[ s
/_0; /wal (t—1)e "dtfa(t)dr

Obs.5=e"L{fi (1)}

/ Fi(s )dL_Fm)/meﬂ?xﬂdT

—o0

—_———
1<0=1>(1)=0

m@%ﬁ*%@m:m@a@.

Rubens J M Afonso Transformada de Laplace



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 13/ 46

Observagao 7.

A transformada de Laplace da derivada de um sinal é

L{f'(0)} = /wf’(t)e*”dt :f(t)e’“}g’+s/wf(t)e*“dt
i to lo! T i
integrando por partes

—f(0) +sL{f (1)} (16)

Aplicando recursivamente este resultado:

drf(t ol diF0)
L{ dﬂg)}?iios 1 dfi)ﬂL{f(t)} (17)

=
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Observacao 8.

De maneira similar a Obs. 7

o] [roa} = 12wy (18)

A derivada da transformada de Laplace de um sinal é

dF(s) _d fo e Sdt / de*“
ds N

a /0 ff(t)e*“dt =—L {tf(t)} (19)
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Observacao 10.

A transformada de Laplace de um sinal multiplicado por e* é

Vs {eat } / eat 7stdl, / f s a tdl

| foea=F©) =Fs-a). (o)

Observagao 11.

Quando existirem os limites, a seguinte equagéo se verifica:

limf(f) = limsF(s). (21)

t—roo0 s—0

Este resultado é conhecido como teorema do valor final.

Rubens J M Afonso Transformada de Laplace



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

Obtendo transformada de Laplace de variados sinais

A partir da transformada de um sinal conhecido, podem-se usar as
propriedades demonstradas para obter as transformadas de outros
sinais sem ter que recorrer a definicao.

A partir da definicao, pode-se calcular, por exemplo, a transformada
de Laplace do sinal impulso.

L{8(1)} = /O T8(t)etdt =1, (22)

Prop. de Filtragem do impulso

Agora, podemos recorrer a Obs. 8 para determinar a transformada de
Laplace do degrau unitario como

1 1
L{1()} = L{/S(r)dt} =~ L{8()} = @3) |y
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@ Obs. 7 e a linearidade permitem obter a equacao transformada
no dominio-s (também chamado de dominio da frequéncia) que
representa uma EDO:

L{iaidiy(f)}:L{éBkd?,@} (24)
Lo G} Loe {5

i1 gl 1
d d
ICHIGCTURRICBES 3l 9 WL LRI
P e SN im0 = dr

@ Dispondo da transformada de Laplace de u(¢) e das Cl, pode-se
calcular Y (s).

@ Entao, se pode usar a transformada inversa de Laplace para

obter y(7). .
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Transformada inversa de Laplace

A transformada inversa de Laplace (também chamada integral de
Bromwich) é definida como:

Definicao 3 (Transformada inversa de Laplace).

1 [yt
FO) =L POy =52 [ Fls)etds, (25)
21 Jy-jeo
em que 7y deve ser escolhido de modo que todas as singularidades de
F(s) estejam a esquerda do contorno.
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@ Avaliar a integral em (25) pode ser tdo complexo quanto resolver
a EDO;

@ Solugao: construir tabelas de transformadas de Laplace para
certos sinais e manipular as razées de polinémios na equagao
(24) para obter linhas conhecidas da tabela;

@ Cl nulas:
Zoc,s Y(s Z BrskU (s (26)
L Y(s) Yo Best
Gls) = Us) Zi:() s @7

@ G(s) é chamada fungao de transferéncia do sistema, pois
relaciona a transformada de Laplace de qualquer sinal de
entrada a transformada de Laplace da saida;

@ As raizes do polindmio do numerador de G(s) sdo chamadas de
zeros da funcao de transferéncia;

@ As raizes do denominador de G(s) sdo chamadas de polos da

funcéo de transferéncia. @/
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Resposta de um sistema ao impulso unitario e sua funcao

de transferéncia

@ Assumindo que a resposta de um sistema LIT ao impulso unitario
seja data por h(t), tem-se que:

h(r) = y[3(2)] (28)

@ Uma entrada arbitraria u(t) pode ser escrita como (vide Prop. de
Filtragem do Impulso):

u(t) = [ " u(1)8(1 —1)dv (29)

@ Como o sistema é LIT:

¥lu(t)] =y [ | u(r)&r—r)dr} = [ utyist-v)as

—oo

1 " (D h(t—t)dt = h(t) # u(?) (30) 5

=
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@ A resposta de um sistema LIT a uma entrada arbitraria é a
convolugao de sua resposta ao impulso com esta entrada;

@ Da Obs. 6, pode-se tomar a transformada de Laplace de (30):
Y(s)=H(s)U(s); (31)

@ De (27) e (31) — funcao de transferéncia € numericamente
igual a resposta ao impulso do sistema;

@ Determinar a fungao de transferéncia de um sistema
experimentalmente: aplicar um pulso curto de amplitude razoavel
para simular um impulso com o grau de fidelidade necessario,
observar a saida no tempo e tomar a transformada de Laplace.

Rubens J M Afonso Transformada de Laplace



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

Uso de tabelas de transformadas

@ Facilidade: obter as transformadas de Laplace de tabelas e
calcular rapidamente a resposta temporal sem ter que resolver a
EDO;

Na tabela a seguir apresentam-se alguns pares de fungdes no
dominio do tempo e as transformadas de Laplace associadas.
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Transformadas de Laplace selecionadas

Funcao f (1) Transformada F(s)

1 1/s

", neN n!/s"t1

tl/z %(W/S3)]/2

t—l/z (%)1/2

e 1/(s—a)

sen (@r) o/(s? +o?)

cos (or) s/(s* + %)

tsen (r) 20s/(s? + @?)?

tcos (r) (s — @?)/(s* + 0%)?
e n!/(sia)n—kl

e“ sen (or) o/ ((s—a)* +0?)

e“ cos (or) (s—a)/((s—a)*+0?)
sinh (o) o/ (s> — ©?)

cosh (or) s/(s* — @?)

Impulso &(¢) 1

Degrau unitario 1(¢) /s ==
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Resolucao da EDO usando Transformada de Laplace

Example 4.

Modelo linear obtido por meio da eq. (1). Tomando a transformada de
Laplace (usando a Obs. 9), tem-se:

5280(s) — 56(0) — 536(0) = (co2 - %) 50(s). (32)
Donde:
(s2 + g ~ m2> 50(s) = 0(0) + 536(0). (33)

v
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Exemplo 4 - continuagao

@ Cl: angulo inicial 36(0) = 56y com velocidade nula 36(0) = 0:

5000

= . 34
P 54

30 (s)
@ Compativel com a transformada de Laplace da fungao cosseno
na Tabela de transformadas, fazendo a seguinte correspondéncia
entre parametros:
8

S _ 0 o, (35)
a

e levando em conta o escalonamento por 66y;

@ Solucao:

a

80(z) = 809 cos <z g 0)2> . (36)

|
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Observagao 12.

Muitas vezes, apos linearizar o sistema, a notagao de de é suprimida,
usando o mesmo nome da variavel original ® para indicar a variagao
em torno do ponto de operagdo. No caso da eq. (36):

0(t) = g cos <t g - 0)2> , (37)

poderia ser usado para representar as variagbes em torno de .

Rubens J M Afonso Transformada de Laplace
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Retornando ao modelo obtido na equagéo (3) e tomando a
transformada de Laplace:

sY(s) —y(0) + oY (s) = sU(s) —u(0) + BoU(s). (38)

Admitindo que y(0) = 0, obtém-se:

~ s+Bo U(s)— u(0)

Y(s)= .
s+ 0o s+ Olp

(39)

=
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Exemplo 5 - continuagao

Se admitirmos que a entrada serd u(t) = 1(z), entdo u(0) =1 e U(s) =
1/s, donde:

_s+Bel 1 B 1
S+0ps Ss+0y S+0gS

Y(s) (40)

Usando a Tabela de transformadas e a Obs. 8, a transformada inversa
pode ser calculada como:

et | B &

—0o |o Ol

y(t) = Bo (1 —e ). (41)

4

=
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Expansao em fragoes parciais

@ Pode ser que a tabela de transformadas nao contenha
explicitamente a transformada inversa desejada;

@ Interessante manipular a expressao no dominio complexo para
obter fungdes cujas transformadas estejam tabeladas;

@ Uma técnica: expansao em fragoes parciais.
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Example 6.

Sistema da eq. (3), admitindo entrada senoidal de frequéncia :

U(s) = £ {sen(ar)} = S2+L0)2 (42)

Sinal de saida
s+ Bo (O}

s+ 0og s24m?

Y(s) (43)

v

=
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Exemplo 6 - continuagao

@ Nao ha entrada correspondente na tabela de pares de fungoes e
transformadas ao sinal da equacgao (43).

@ O que se faz, entao?

@ Ha disponiveis os pares de transformadas quando o
denominador é polindmio de primeiro ou segundo grau na
variavel s, mas nao de terceiro como no caso da equacao (43).

@ Uma saida: decompor o produto em soma de fatores com
denominadores de primeiro e/ou segundo grau.

Da eq. (43), produto pode ser decomposto como:

s+ Bo ® a b c
: =2 2 4 <
s+0p 2+ s+0y Ss+HjO  s—jo

=
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Exemplo 6 - continuagao
Recolocando o denominador comum do lado direito da eq. (44):

(a4 b+ c)s* + [(0g —jo)b + (0 + jw)c] s + aw® — bjmogy + cjoo
(s+00)(s* +0?) ‘

Y(s) = (45)
Tendo em vista o resultado desejado no lado esquerdo da equagao
(44) e os valores dos coeficientes das poténcias de s do lado direito da
equacao (45), chegamos ao seguinte sistema de equagoes para a e b:

a+b+c=0 (46)
op(b+c)+jo(c—b)=w (47)
aw’ + (c — b)jooy = Bow (48)

=
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Exemplo 6 - continuagao

Multiplicando a equacgéo (47) por 0 e subtraindo a equacao (48):

—aw* + o (b+c) = (ap — Po)® (49)
Em seguida, substituindo b+ ¢ = —a da equacgéao (46) na equagao (49):

o(Bo —000)'

2 2
—am” — opa = (0 — ®W—a—=
0a = (g — Po) o

(50)

v

=
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Exemplo 6 - continuagao

Das equagoes (47) e (48) com o valor de a encontrado em (50):

Re{c—b} =0 s
Im{c+b} = 0} =b. (1)

Com isso, das equagles (46) e (51):

(0o — Po)
a+2Re{b 0— Re{b} = 52
(b} =0 Re{b} =7 oo (52)
A parte imaginaria pode ser obtida das equacoes (48) e (51):
2 ooPo + @
a®” + |—2jIm{b}|jooy = Bow — Im{b — 53
[=2jIm {b}] joooto = Bo {b} = 221 )" (53)

=
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Exemplo 6 - continuagao

Finalmente, das equacgdes (51), (52) e (53), determinam-se:

o(og—Bo) . 0loPo + @?

h=F= .
2(0* + o) 12((02 + a2)

(54)

Com isso, a resposta temporal pode ser obtida com auxilio da tabela
de transformadas como:

y(t) = ae™ " + be 7 + be/™ = ae" ™' +2Re {be 7'} = (55)
= ae " +2[Re{b}cos(ot) +Im{b} sen(wt)] =

— e+ 2]plcos o1 ~atan () )]

=
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Uso de limites para calcular os coeficientes da expansao em

fracOes parciais

Uma maneira mais simples do que resolver o sistema de equacgoes
(46), (47) e (48) € usar o limite como a seguir.

Example 7.

Vamos resolver o mesmo sistema do exemplo 6 por um procedimento
menos trabalhoso:
Lembrando que o produto pode ser decomposto como:

s+Bo ® a b T
= "5 5= aF = F .
s+0p 5°+ O s+0p S+HjO s—jO

Y(s) (56)

y

=
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Exemplo 7 - continuagao
Se multiplicarmos os lados da equacgao (56) por s + 0, teremos:

b
(s+ o) Y(s)=s4+Bo- a+(s+(xo)s+jw+(s+oco)s_jw.

(57)

2+ m

Agora, tomando o limite quando s — —Qp:

5 . (O
Sl}n_l}xo(s—i—oco)Y(s)—Sl}%o{s—f—ﬁo-w}_a. (58)

y

=
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Exemplo 7 - continuagao
Aplicando procedimento similar:

S—i—Bo. ®
s+0p §s—jo

lim (s+jo0)Y(s) = lim {

S——j® S——jO

} =b, (59)

lim (s—jO))Y(s):lim{S+BO ® }:c. (60)

S—j® s=jo | s+0y s+jo

v

i
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Exemplo 7 - continuagao

Das equacoes (58), (59) e (60):

—0)®
:(502 02 , 61)
of +
BO —jo 1 ® (X,()*B() ,(XoBo+(1)2
b= T AL <2 2)+] D) 2N (62)
oo —jo —2j 205+ 0?) " 2(05+0?)
o 1 o(o— o ®?
oo Botjo 1 o(do—Bo) . oofo+ (63)

S dgtjo 2j 2(0f+?) J2(oc(2)+m2)’

que é o mesmo resultado do exemplo 6.
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Expansao em fracoes parciais com polos repetidos

@ Procedimento do exemplo 7 requer que ndo haja raizes repetidas
no polinémio do denominador;
@ Admitamos que haja uma raiz com multiplicidade g:

[T (s +2)
Y(s)= ; 64
(S) (S+Pq)qu’-’:q+1 (S+pi) (64

@ Expansao em fragdes parciais:

v(s)=— 4 B2 4B 4 (5)
s+p,  (s+pg)? (s+pg)?
dg+1 Ag+2 an
S+Pg+1 S+Pgi2 S+pn
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@ Para as raizes simples, os coeficiente podem ser encontrados
como no exemplo 7:

a;= lim (s+p)Y(s), g+1<i<n (66)

S—=—Ppi

@ Para as raizes repetidas, se multiplicarmos por (s +p,)" com
< 1 p ~ .
r < g, entdo limy, , (s+p,)"Y(s) ndo existe. Dessa forma,
podemos apenas calcular a, como:

ag = lim (s+p,)7¥(s) (67)

S——pyq

Rubens J M Afonso Transformada de Laplace
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Escrevendo:

L )Y (s) = al(s+pq)q+a2(s+pq)q aq(s+pq)?
(5-+pg)1¥(5) = Sy GalSt P
54Dy (s+pg) (s+pq)

(68)
+aq+l(5+pq)q i aq+2(s+pq)q Tt an(erpQ)q _

S+ Pg+1 S+ Pg+2 S+ Pn
= al(S-l-pq)q_l —|—a2(s+pq)q_2+-'-+aqfl(s+pq) +a,+
+aq+1(s+pq)q i aq+2(s+pq)q I an(s+pq)q _

S+ Pg+1 S+ Pg+2 S+ pn
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Derivando a expressao da equagao (68) com respeito a s:

(s +p)Y () =g - Ds+p) 2+ (69

+ax(q—2)(s+pg)T 7+ +ag 1+
L a1 (a(s+pg)" (s +py1) = (s+py))

_|_
(S+Pq+1)2

L a2 (405 pg) " s pgia) = (spg)7)
(S+pq+2)2

foy (9(s+pg)*" (s+pn) = (s+pg)?) _
(s+pn)?
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Donde 4
ag-1 = lim —((s+pg)7¥(s)) (70)

s——py ds
Repetindo este procedimento r vezes:
r

1 d
= — 1 - q < < _
agr =y Jim o5 (s+pg)'Y(9)), 1<r=q=1  (71)
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Example 8.

Seja:
s+l a b c ii
Y(S)_s(s+2)3_(s+2)3+(s+2)2+s+2+s (72)
Tém-se:
(s+2)3Y(s) = stl (73)
d 21 (s)] = 74
44201 = o (74
d? 3
&+ =2 (79

=
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Exemplo 8 - continuacao

Donde:
s+1 1
= 1i 23Y(s) = 1 = 76
a SiIIl2<S+ ) (S) s——2 27 ( )
b= li d[( +2)3Y(s)] = li 11 (77)
T ol dst N=0 e~ w
1. & . 1. 2 1
¢ =5 fim o2l +2 ¥l =5 lim 5=-3,  (78)
Por sua vez,
s+1 1
d=1limsY(s) =1 = 79
sg](l)s (S) sg% (S+2)3 8 ( )

=
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